4 Preverjanje domnev

4.1 Enostavni domnevi

Racunalnik skusa razlikovati med dvema viroma signalov. Prvi vir oddaja si-
gnale, katerih jakost je normalno porazdeljena z N(0,1), drugi vir ima enako
porazdelitev, a visjo povprecno jakost - N(2,1). Racunalnik prejme 10 signa-
lov in se mora odlociti iz katerega vira so prisli. Posamezni signali iz istega
vira so med seboj neodvisni.

e Racunalnik se odlo¢a med domnevama
H,: Signal prihaja iz vira 1 in  Hy: Signal prihaja iz vira 2.

ZapiSite testno statistiko, ob pomoci katere naj se odloca ra¢unalnik.
(Izrazite malo bolj splosno - naj imata porazdelitvi obeh virov varianco
o2, povprecna jakost drugega vira naj bo a, a > 0, velikost vzorca naj
bo n)

Namaig: Pri tem, kaj je bolj verjetno, si pomagajte z gostotamsi

Kot testno statistiko uporabimo kvocient gostot - bolj ko bo kvocient
razlicen od 1, bolj bomo prepri¢ani v eno izmed domnev:
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e Denimo, da zelimo, da racunalnik reagira le, ¢e je precej preprican,
da signal ne prihaja iz vira 1. Domnevo H; proglasimo za nicelno



domnevo, domnevo Hs pa za alternativno. Odloc¢itveno pravilo po-
stavimo tako, da bo verjetnost zmote, kadar je nicelna domneva res,
najvec¢ a = 0,05.

— Testna statistika je slucajna spremenljivka (oznacite jo z Y'). Kaj
lahko re¢emo o njeni porazdelitvi pod ni¢elno domnevo?
Namig: Da bo porazdelitev preprostejsa uporabite logaritem
Oznacimo Y =37 | 2“X1 i . Vecja kot bo vrednost Y, bolj bomo
prepricani v domnevo HQ Da bi vedeli, katere vrednosti so ‘ve-
like’, moramo poznati porazdelitev slucajne spremenljivke Y.
Pod ni¢elno domnevo so vrednosti X; standardno normalno poraz-
deljene. Ker so a in 02 konstante (znane vrednosti), je Y linearna
kombinacija neodvisnih normalnih spremenljivk in zato normalno
porazdeljena. Pois¢emo povprecje in standardni odklon spremen-

ljivke Y:
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— Izrazite mejno vrednost, pri kateri naj racunalnik reagira.
Nicelno domnevo bomo zavrnili pri velikih vrednostih Y, zanima
nas torej vrednost ¢, tako da bo Py(Y > ¢) = 0,05, pri cemer P,
oznacuje verjetnost pri predpostavki, da nicelna domneva drzi.

Y je normalno porazdeljena slucajna spremenljivka, zato velja o =



Po(=E0D > o ) = qoz. Py(Y > E(Y)+zasd( )). Za primer, ko

sd(Y)
je a = 0,05, je mejna vrednost ¢ = —2% -+ 64af Ce je n = 10,
a =2 in 0 = 1, je mejna vrednost za ¢ = 104 4+ 1,64 - 24/10 =
—9,63.

e Kaksna je verjetnost, da bo racunalnik reagiral, ce signal v resnici pri-
haja iz drugega vira? (Tej verjetnosti pravimo moc testa)
Namig: Izracunagte porazdelitev testne statistike pod alternativno do-
mnevo.
Pod alternativno domnevo se Y prav tako porazdeljuje normalno (li-
nearna kombinacija normalnih), povprecje je enako
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Naj bo Z standardno normalno porazdeljena spremenljivka. Moc testa
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Vidimo, da je mo¢ testa odvisna od velikosti vzorca (vecji vzorec, vecja
moc¢), variance (¢e podatki bolj variirajo, imamo manjso moc) ter se-
veda od povprecja a pod alternativno domnevo. 7Z nasem primeru je
povprecje pod alternativno domnevo kar za dva standardna odklona
pro¢ od povprecja pod nicelno domnevo, zato je moc¢ zelo velika nav-
kljub majhnemu vzorcu:

P(Z > 20— Y _ p(7 > 1.64— 210) = P(Z > —4.68).
g

Moc testa je skoraj enaka 1.
Vidimo tudi, da je spodnja meja moéi (a je vecji od 0) enaka «, kar je
verjetnost, da zavrnemo ni¢elno domnevo, kadar je a = 0.

Testno statistiko Y transformirajte tako, da bo pod nicelno domnevo
standarna normalna spremenljivka.



n  2aX;—a® | na?
Zi:l 202 + 202
ay/n
g
2a Y7 | Xi — na* + na?
20a+/n
n
Zz‘:l Xi
O'\/ﬁ

Povzemite: ali je mejna vrednost testne statistike odvisna od a? Intu-
itivno razlozite. Je vrednost a torej sploh pomembna?

V prejsnji tocki smo videli, da mejna vrednost testne statistike ni od-
visna od vrednosti a. To je intuitivno smiselno - mejna vrednost pod
nicelno domnevo je postavljena glede na porazdelitev pod nic¢elno do-
mnevo - poznavanje alternativne domneve za dolocitev mejne vrednosti
ni potrebno (je pa pomembno, da vemo, da je enostranska). So pa vre-
dnosti pod alternativno domnevo seveda klju¢ne za moc testa.

Predlogi za vaje v R-u:

Generirajte podatke v dveh korakih. Najprej z enako verjetnostjo iz-
berite vrednost a (0 ali 2), nato generirajte 10 vrednosti iz porazdeli-
tve N(a,1). Izracunajte vrednost testne statistike iz prve tocke in se
odlocite za eno izmed domnev glede na to ali je vrednost testne stati-
stike vecja ali manjsa od 1. Postopek velikokrat ponovite in izracunajte
delez poskusov, v katerih se odlocite za vsako od domnev ter delez po-
skusov, ko je ta odlocitev pravilna.

Zamenjajte verjetnost v prvem koraku (naj bo npr. bolj verjetna izbira
a = 2). Kako s spreminjajo delezi iz prejsnje tocke?

Generirajte podatke, tako da je a ves ¢as enak 0 in preverite, da je
vrednost « pri izra¢unani mejni vrednosti ¢ zares enaka 0,05.

Generirajte podatke Se tako, da je a = 2 in preverite moc testa.



4.2 Enostavni domnevi, posplositev

Prejsnjo nalogo zapisimo v splosnem (primer izpitne naloge prof. Permana).
Predpostavljamo, da so opazovane vrednosti neodvisne, enako porazdeljene
slucajne spremenljivke X1, Xs, ..., X,,. Predpostavite, da sta samo dve moznosti:
ali je gostota spremenljivk enaka f(x) ali pa g(x), kjer sta f(x) in g(x) znani
pozitivni gostoti. Formalno postavimo:

Hy : gostota je f(x) proti Hy : gostota je g(x).

e Predlagajte testno statistiko za preizkusanje zgornje domneve, ¢e imate
opazovane vrednosti xy, ..., Tp,.
Kot testno statistiko uporabimo kvocient

. - g(;)
b= g f(xi)

Velike vrednosti L so ‘dokazno gradivo’ proti ni¢elni domnevi.

e Kdaj bi zavrnili nicelno domnevo pri stopnji znacilnosti a? Izrazite
aproksimativno kriti¢no mejo s kolicinama

a= /log (%) f(z)dz in b= /log (%)Qf(x)dx

Zanima nas porazdelitev testne statistike pod nicelno domnevo, za
testno statistiko vzemimo

B - Q(Xi)
W=Dl )

Opazimo, da je testna statistika vsota slucajnih spremenljivk Y; =
log ?8{(;7 ki so neodvisne in enako porazdeljene, saj so take tudi spre-
menljivke X;. Zato lahko uporabimo centralni limitni izrek - spre-
menljivka W je priblizno normalno porazdeljena (ne glede na poraz-
delitev X;). Da bi lahko izrac¢unali poljubno verjetnost, moramo po-
znati parametra te normalne porazdelitve. Pod nicelno domnevo lahko

pricakovano vrednost Y; izracunamo kot

Eu(Y;) = [ 1og (%) F()da
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4.3

Pricakovana vrednost spremenljivke W je torej na. Podobno lahko
izpeljemo, da je varianca spremenljivke W pod ni¢elno domnevo enaka

varg(W) = nvary(Y;) = n(b — a?)

Aproksimativno torej velja P(l > na + z4y/n(b — a?)) = a.

Osnovni pojmi pri statisticnem preverjanju domnev

Zelimo preveriti ali je kovanec posten. Naredili smo poizkus, kjer smo 10-krat
vrgli kovanec in dobili, da je grb padel 7-krat.

Zapisite nicelno domnevo za vas primer. Ali je ni¢elna domneva eno-
stavna ali sestavljena? ZapiSite testno statistiko, oznacite jo z X -
kaksna je njena porazdelitev pod ni¢elno domnevo?

Hy:p=20,5. S tem je porazdelitev slucajne spremenljivke pod nicelno
domnevo natanko doloc¢ena, zato pravimo, da je nicelna domneva eno-
stavna. Testna statistika X je Stevilo grbov: porazdelitev testne stati-
stike pod ni¢elno domnevo je binomska B(0,5, 10).

Denimo, da je vasa alternativna domneva H4 : p > 0,5. Ali je ta
domneva enostavna ali sestavljena? Pri kaksnih vrednostih X boste
zavrnili nicelno domnevo v prid alternativni? Ali je domneva enostran-
ska ali dvostranska?

Domneva je sestavljena, saj zajema ve¢ parametrov iste porazdelitve.
Zavracali bomo pri velikih vrednostih X. Domneva je enostranska, saj
nas bo zanimal le desni rep porazdelitve.

V naSem primeru je X = 7. Kolik$na je verjetnost, da se na vzorcu

zgodi ta dogodek, ce nicelna domneva drzi?
Ce ni¢elna domneva drzi (p = 0,5), je P(X =7) = 0,117.

Denimo, da je obmocje zavrnitve sestavljeno iz vrednosti {10}. Kaksna

je stopnja znacilnosti o v tem primeru? Kaksna je stopnja znacilnosti,

e je obmocje zavrnitve sestavljeno iz vrednosti {6,7,8,9,10}7

Ce nicelna domneva drzi (p = 0.,5), je P(X = 10) = 0,001.
Ce nicelna domneva drzi (p = 0,5), je P(X > 6) = 0,377.

Dolocite obmocje zavrnitve pri stopnji znacilnosti v = 0,05. Ali lahko
na podlagi dobljenih podatkov zavrnete nicelno domnevo pri stopnji
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znacilnosti o = 0,057

Najmanjsa vrednost k, tako da velja P(X > k) < 0,05, je enaka 9.
Stopnja znacilnosti je v tem primeru enaka 0,01. Nicelne domneve
seveda ne moremo zavrniti.

e Koliksna je moc testa pri tej vrednosti «, ¢e predpostavimo, da je prava
vrednost parametra p = 0,67 Kaj pa pri p = 0,77 Koliksna je v teh
primerih napaka druge vrste?

Moc testa je majhna - 0,046 oziroma 0,149. Pri tako majhnem vzorcu
in majhni stopnji znac¢ilnosti bomo ni¢elno domnevo le redko uspesno
zavrnili. Napako druge vrste izracunamo kot 1-moc.

e Predpostavite sedaj, da je vasa alternativna domneva H, : p # 0,5. Ali
je ta domneva enostavna ali sestavljena? Ali je domneva enostranska
ali dvostranska?

Alternativna domneva je Se vedno sestavljena, zdaj je tudi dvostranska.

e Kaksno bo sedaj obmocje zavrnitve, ce zelite, da je a < 0,057 Kaksna
natanko bo stopnja znacilnosti za to obmocje?
Obmocje zavrnitve bo sestavljeno iz vrednosti {0,1,9,10}. Stopnja
znacilnosti za to obmocje je enaka a = 0,02.

e [zracunajte Se moc testa v tem primeru.
Pri moci testa moramo upostevati, da bomo sedaj nicelno domnevo
zavrnili tudi ¢e bo X enak 0 ali 1. Ker pa je verjetnost teh dveh
vrednosti za p = 0,6 oz. p = 0,7 zelo majhna, se mo¢ prakti¢no ne
spremeni.

p\k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,5 0,001 0,011 0,055 0,172 0,377 0,623 0,828 0,945 0,989 0,999 1
0,6 0,000 0,002 0,012 0,055 0,166 0,367 0,618 0,833 0,954 0,994 1
0,7 0,000 0,000 0,002 0,011 0,047 0,150 0,350 0,617 0,851 0,972 1

Tabela 1: Kumulativne verjetnosti za binomsko porazdelitev pri n = 10
(P(X < k[p))

Predlogi za vaje v R-u:



e 1000x ponovite poskus v katerem po 10x mecete kovanec. Oglejte ver-
jetnost zavrnitve za posamezno obmocje.

e Spremenite verjetnost s katero pade grb in si oglejte moc testa.

e Povecajte vzorec in si oglejte, kako se spreminja moc testa.

4.4 Moc testa

Iz literature lahko povzamemo, da se Sportnikovo povprecje hemoglobina
ob vsaj 14-dnevnem bivanju na visini nad 1500m zvisa za 2 g/1, medtem ko
visinski treningi ne vplivajo na varianco njegovih vrednosti. Ob obicajnih tre-
ningih se posameznikove vrednosti porazdeljujejo normalno, X ~ N(juy,5%),
kjer je p; Sportnikovo povprecje.

Sportnik pogosto opravlja visinske treninge, vendar v krajsih intervalih. Za-
nima ga, ali se njegovo povprecje hemoglobina v obdobju visinskih treningov
kljub temu zvisa. V sezoni opravi 12 meritev, 8 med obdobjem visinskih
priprav in 4 sicer. Cilj naloge je ugotoviti, kaksna bo mo¢ njegovega testa,
¢e bo pri sklepanju uporabil stopnjo znacilnosti o = 0,057

e Kaj je sportnikova nicelna in kaj alternativna domneva?

Zapisimo porazdelitev hemoglobina v obdobju viginskih priprav z N (us,5%).
Nicelna domneva je:

Hy: Povprecje hemoglobina v obeh obdobjih je enako, p; = po.
Alternativna domneva je, da je po > p1, zanima ga torej le enostranski
test.

e Predlagajte testno statistiko. Izracunajte njeno porazdelitev pod ni¢elno

domnevo.

Sportnik bo izracunal razliko povprecij na vzorcih, ki je porazdeljena
kot
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je torej pod nicelno domnevo porazdeljena standardno normalno. Ker
ga zanima le enostranska alternativna dommneva, bo nicelno domnevo
zavrnil, kadar bo Z > z,, torej Z > 1,64.

Izracunajte moc testa, torej verjetnost, da bo nicelno domnevo uspel
zavrniti, ¢e se mu povprecje hemoglobina v obdobju visinskih priprav
zares poveca za 2 g/17?

Zanima nas P(Z > 1,64), torej P(R > 1,64 - U,/nil—i—n%), torej v
nasem primeru P(R > 5,02). Pod alternativho domnevo je R ~
N (2, % + Z—z) in zato

n n2

1 1
P<R>1,64-a —+—> = P

2
oL 1]’
ni ng

kjer je U standardna normalna spremenljivka. V nasem primeru:

PlU>1,64—

PlU>164—- ——=|=PU>099) =0,16 (1)
54/5+ 1

Moc testa je zelo majhna - pri tako majhnem stevilu meritev je le
majhna verjetnost, da bo sportnik zavrnil nicelno domnevo (¢etudi se
mu povprecje dejansko zares zvisa za 2 g/1).

Kako bi se moc testa spremenila, ¢e bi imel na voljo enako Stevilo me-
ritev v vsakem obdobju?

Ce bi imel po 6 meritev v vsakem obdobju, bi bila mo¢ enaka

2
PlU>164— —=— | =P(U >0,95) =0,17

1 1
5y/1 + 3
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e Kako je moc testa odvisna od variance posameznikovih meritev in kako
od dejanske velikosti razlike v populaciji?

Iz enacbe (1) je o¢itno, da vec¢ja razlika pomeni ve¢jo moc - ¢e je dejan-
ska razlika med obdobjema vecja, jo bomo lazje opazili na podatkih.
Ce bi bila varianca posameznikovih meritev manjsa, bi imeli manjso
standardno napako in zato ve¢jo moc testa.

4.5 PosploSeni test razmerja verjetij

Zanima nas ali imajo zares vsi §portniki enako variabilnost hemoglobina. Pri-
merjati zelimo meritve k Sportnikov, naj bodo vrednosti i-tega Sportnika (i =
1,...,k) porazdeljene normalno, torej X;; ~ N(u;,07), kjer j = 1,...,n;
oznacujejo meritve pri posamezniku. Predpostavimo, da so vse meritve med
seboj neodvisne.

e ZapiSite nic¢elno in alternativno domnevo

Nicelna domneva:
L2 2 _
Hy:0f=05=...=0}

Alternativna domneva:
H, : 02 niso vse enake

e Najprej vzemimo, da imamo le enega Sportnika in n njegovih meritev.
Kako bi ocenili njegova parametra p in 02 z metodo najvecjega verjetja?
Funkcija verjetja je enaka

del njenega logaritma v katerem nastopata parametra, ki ju zelimo
oceniti pa je enak

1 O )
log L(z, u,0) = —nlogo — ) ;(xj — p)°.
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Pois¢imo maksimum po p:

dlog L(x, p,0) 0
ol N
1 & N
o (z; —m)(=2) = 0
j=1
Y (wj—p) =0
j=1
. 1 <
po= 2

Jj=1

Pa se za varianco:
alog L(SL’, H, U)
Oo

noo1lg 92
—§—§;($J‘—M)§ =0

e}

Pty (1 -p)? =
=1

1
g 0 E (z; = 1i)

e Vrnimo se h k Sportnikom.
ocene parametrov enake




Vsak ¢len vsote, ki jo dobimo po logaritmiranju gornje funkcije, je
sestavljen le iz parametrov enega posameznika, ko odvajamo po ti-
stem parametru torej ostanejo le cleni, ki so vezani na tistega posa-
meznika. Za ocenjevanje parametrov za nekega posameznika ¢ torej
potrebujemo izkljuéno njegove vrednosti, parametre posameznikov to-
rej ocenimo povsem neodvisno drug od drugega.

Kaksna je ocena povprecij pod ni¢elno domnevo?

Pod nicelno domnevo je o; enak za vse 7, zato ga v logaritmu funkcije
verjetja lahko izpostavimo in ne vpliva na naso oceno posameznih pov-
precij. Ocena posameznih povprecij je zato enaka kot pod alternativno
domnevo.

Kaksna je ocena variance pod ni¢elno domnevo?
Del logaritma funkcije verjetja, ki nas zanima, je enak

kK n;
R WATTERLS 3) yOs

i=1 j=1

Odvod po ¢ izenac¢imo z 0 in dobimo

N

ng

#z

an i=1 ]21

Kako bi ni¢elno domnevo preverili s testom razmerja verjetij?

Zapisemo Wilksov A (zgoraj je funkcija verjetja pod alternativno do-
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mnevo, spodaj pod nicelno):

kE n;

11 (f;mz exp(~ =472}
x5 —[l0i)>

<\/21r B0 = J23%0) })

k n; 1 k 2($w Mz
.H. V215, 1:[ Xp{—7 262 }

i=1j=1

<HH W) exp{— ZZ (gl

i=1j i=1j=

Vstavimo ocene za variance v eksponent in tako v Stevcu kot tudi v

1

k
imenovalcu dobimo exp{—3 > n;}, ki se zato pokrajsa. Logaritem A

=1

je enak

logh = — (Zilog(@)) + <Zi:10g(30))

i=1 j=1 i=1 j=1

= <Z n; log(&o)) - (Z n; log(Ef\i))
k
— an log (@) — log(a;)]

Dvakratna vrednost logaritma verjetij je porazdeljena kot x7_,, saj smo
pod alternativno domnevo ocenili k—1 parametrov vec¢ kot pod nicelno.
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