2.3 Dolocitev nacrta vzorcenja

Zanima nas povprecna teza bolnikov (u) s hipertenzijo v starostni skupini
60 do 80 let. Tezo bi radi ocenili na podlagi vzorca, jasno je, da bo teza
precej razlicna pri moskih (y;) kot pri Zenskah (). Cas in denar, ki ju
imamo na voljo za raziskavo, nam dopuscata vzorec velikosti 100. Vemo, da
se v populaciji deleza moskih in Zensk s hipertenzijo razlikujeta, delez moskih
oznacimo z d. Zanima nas, kakSen delez moskih in kaksen delez Zensk naj
naberemo v vzorec, da bo standardna napaka nase ocene najmanjsa mozna.
Pri tem predpostavimo, da je standardni odklon teze moskih k-krat vecji od
standardnega odklona teze Zzensk.

e ZapiSite nepristransko cenilko za populacijsko povprecje

Populacijsko povprecje p lahko zapisemo kot p = dyy + (1 — d)us.
Ker velja E(X;) = p1 in E(X3) = uo, je nepristranska cenilka enaka

M =dX; + (1 —d)X,.

e Standardno napako ocene izrazite z velikostima podvzorcev (n; je Stevilo
moskih, ny Stevilo zensk).

Ker je povprecje pri moskih neodvisno od povprecja pri zenskah, velja
2 2
var(M) = d?var(X;) + (1 — d)2var(Xp) = 2 + (1 — 4222,
ny N2
e Naj velja oy = koy. Pri kaksni razdelitvi vzorca je standardna napaka
najmanjsa? Izracunajte n; za primera k = 1 in k = 2, vzemite, da je
delez moskih enak 0,7.

Varianco vzorénega povprecja zapisemo kot
d*k? 1 —d)?
var(M):a2( +( )>7

ny n—ny
minimizirati moramo torej izraz v oklepaju. Odvajamo po n; in iz-
enacimo z 0

Lk (1—d)?

Con? i (n —mny)?

—(n —ny)?d*k* +ni(1—-d)?* = 0

(d®k* — (1 — d)*)n? — 2nd*k*ny + n’d?k* = 0
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Resimo kvadratno enac¢bo in dobimo resitev (druga resitev je vecja od
n in tako nesmiselna):

B ndk
dk+1—d

ny

Za k = 1 dobimo resitev ny = nd, v konkretnem primeru torej n, = 70
in ny = 30. Ce sta deleza mogkih in Zensk na vzorcu enaka delezema v
populaciji, je standardna napaka najmanjSa mozna.

Ce je standardni odklon teze mogkih 2x vecji od standardnega odklona
zensk, dobimo n; = 82,4, vzeti moramo torej ustrezno ve¢ posamezni-
kov iz bolj variabilne skupine.

Predlogi za vaje v R-u:

e Izmislite si smiselne vrednosti za parametre v nalogi ter generirajte
podatke. Graficno prikazite, kako se pri razli¢cnih vrednosti d in izbirah
velikosti vzorcev spreminja kvaliteta vase ocene.

2.4 Enostavni vzorec iz kon¢ne populacije, Se enkrat

Vzemimo Se enkrat enostavni slucajni vzorec velikosti n iz populacije N,
vrednosti v populaciji oznac¢imo z x;; ¢ = 1,..., N, populacijsko vrednost
povpreéja oznac¢imo z i, variance pa z o2. Definirajmo slu¢ajno spremenljivko
I; = Ijj je izbran v vzorec] 11 zapiSimo cenilko populacijskega povprecja p kot C' =

1 N
=i Lizs.

e Koliko je vsota Zfil I;? Kaksna je verjetnost P([; = 1)7

Vsota Zf\il I; = n, saj smo vzeli vzorec velikosti n. Izrac¢unajmo Se
verjetnost, da bo izbran element ¢:
Jemljem vzorce velikosti n in iz populacije velikosti N. Vseh moznih
kombinacij je (]X ), kaksno je stevilo tistih vzorcev, v katerih je element
17 Pri teh vzorcih en element Zze poznamo, izmed ostalih N — 1 smo jih
izbrali n — 1. Torej je iskana verjetnost enaka:
iy
P(I;=1)= -1 =

()

n
N



e Pokazite, da je cenilka nepristranska.

Radi bi ocenili p = & 327z,

B(C) = = 3" Bl

Ker lahko I; zavzame le vrednosti 0 in 1, je E(;) = P(l; = 1) = &
(vzorec je slucajen, zato so verjetnosti za vse i enake), zato dobimo

1. 1 &
BC) =23 o= 2w =
i=1 =1

e Izracunajte var(l;) in cov(I;, I;).

Spremenljivka I; je Bernoullijeva, z verjetnostjo P(/; = 1) = &. Njena
varianca je zato enaka

n n nN-—-n
L)=—(1—-—=)=—
varlh) = p- ¥ =3~y
Kovarianco izrac¢unamo tako, da upostevamo cov(ly, I + ...Iy) =
cov(Iy,n) = 0 in cov(l;, I;) je enaka za vsak i # j:

n N—n
N N —n)
Iz’ I) = — N N — TL(
vl lj) = = N7 = TNV = 1)
e Pokazite Se, da je varianca tako zapisane cenilke enaka var(C') = %2 %:’f

N N
1
var(C) = ECOU(ZL{L},ZIJ‘J}J’)
i=1 j=1
N

1 N
= EZCO’U([’L’.Z'Z', Ijxj)
i=1 7=1

| X N
= — cov(Lixz;, Lix;) + Z cov(xili,ljmj)]

i=1 =15
LT N
= — wicov(I;, I;) + Z xixjcov(]i,fj)]
L =15



Populacijska varianca definirana kot:

1 N

o = NZ(%—M)Q
i=1
1 N

= Fa -

[zpeljimo varianco:

1 & al var(1;)
var(C) = _22 wivar(1;) — Z 2% N_Zl

n? & A
_ n2v(6;\rf(ﬁ)1) é :(N —1)a? — xlj—%‘# xj]

_ n;j\rf(ﬁ)l) i:vl: _(N — 1) —xl(é x; a:z)]
_ n;f;if(ﬁ)l) f; [(N = 1)a? — 2;(Np — ;)]

- n;&@ﬂ ji: [Na? — 2Ny

- n;jff(ﬁ)l) Néx? —Nuéx,]

_ n;(?\rf(f)l) [N*(0? + i) — N%i?]

_ n;/gi‘f(ﬁ)l) [N267]




2.5 Vzorcéenje po skupinah

Oceniti zelimo dosezek ljubljanskih sedmosolcev na nekem testu znanja, ki
ga izvajajo v vecih drzavah. Populacijo N = 2800 ucencev te starosti bomo
vzorcili po Solah (K = 46). V vzorec bomo najprej sluc¢ajno (in neodvisno od
stevila N; sedmosolcev na $oli i) vzorcili £ = 10 Sol, nato pa bomo na vsaki
Soli izbrali vzorec n = 15 ucencev. Naj p oznacuje populacijsko povprecje
dosezka na testu, p; pa naj bo povprecje za vsako Solo posebej. Vzorcenje
znotraj Sol je neodvisno od vzorcéenja na prvem koraku.

e ZapiSite nepristransko cenilko za .

Najprej izrazimo p s povprecji sol, torej p;. Naj bo x;; vrednost j-
tega ucenca na i-ti Soli. Velja

uzﬁzzxij:NZNi‘ﬂi (1)
=1

i=1 j=1

Ozna¢imo ocenjeno povpreéje vsake Sole z X;, I; pa naj bo indikatorska
spremenljivka, ki je enaka 1, ¢e je Sola izbrana v vzorec. Nasa cenilka
naj bo enaka

Dolo¢iti moramo vrednost konstante ¢;, tako da bo cenilka nepristran-
ska. Upostevamo, da smo na vsaki Soli vzeli nakljucni vzorec in zato

velja E(X;) = ;. Ker je vzorcenje na drugem koraku neodvisno od
vzor¢éenja na prvem, velja E(;X;) = E(;)E(X;). Ker smo na prvem

koraku vzoréili vse Sole z enako verjetnostjo, je E(I;) = % za vsak 1.
Uporabimo vse nasteto in dobimo
K K
E(X) = Y ¢E(LX)=> ¢E(L)E(X))
i=1 i=1
L
- — ZK/’LZ



k _ N
K~ N>

K
ZNU‘(
=1

Zaradi (1) mora veljati ¢; zato je nasa cenilka enaka

K
X = —
N

| =

Kako bi ocenili populacijsko povprecje, ¢e bi imele vse Sole enako stevilo
ucencev L7?

Ker velja N = ZZI; N;, za enake N; = L velja N = KL in zato

hl
?vlr—\
wlv—

Ali je za nepristranskost pomembno, koliko u¢encev z vsake Sole vza-
mete?

Ne, X; je nepristranska cenilka j; ne glede na velikost vzorca. Seveda
pa velikost vzorca vpliva na standardno napako te cenilke.

Zapisite varianco cenilke s pomocjo varianc in kovarianc

NI X;)

=
U

var(X) = var(

- (%)

Oznacimo varianco znotraj vsake sole z o, = N% Zjvzl(xm — wi)* Kaj
je Var(]i)?i) in kaj COV([Z‘Xl', I]X])?

K
2
.
Z[N%arfx Z N;N;cov(I;X;, [ X;)

J=Li#j

Uporabimo, da je vzorcenje na drugem koraku neodvisno od vzorcenja
na prvem in da je I? = [; (12 =1, 02 =0):

var(I;X;) = E(I?X?) - E(I,X;)* = BE(I,)BE(X}?) — BE(L,)*E(X;)?
ks N\,
= EE(Xz) - (K> o

6



Upostevamo se, da je E(X?) = var(X;) + E(X;)? =
dobimo

_ k(02 Ni—n k2 (K —k) ko Ny—n

Sedaj izrazimo Se kovarianco:

COV([Z‘XZ', Iij) = E(IZIJXZXJ) — E(IZXZ)E(]]X])
Upostevamo neodvisnost vzorcenja na prvem in drugem koraku in dej-
stvo, da je povprecje na eni Soli neodvisno od povprecja druge Sole:

cov([iXi, [;X;) = E(Lilj)pip; — E(L)E(L)pipy
k(K — k)

= pipjcov(l;, I;) = THil g ()

e Izpeljite formulo za varianco cenilke v primeru, ko so vse vrednosti N;

enake L in je varianca znotraj Sole enaka za vse Sole, varianco med
Solami oznacite z of.

var(X) = (Lik>2Z[L2var1X Z L2cov(I;X;, [;X;)

i=1 i=1,i#j
IN [ Lh(K—k) koXL—n
- (E) ;[“ K2 KL=l
- i k(K — k)
. Ml )
J=Ll,i#j

1 K
o = > =
i=1
1 K
= — — 2up; — 12
K2 1 = 2pp — 1]
K
-
K.i i



Velja:

k(K — k)
K2(K — 1)

M 10>

s
Il
i

k(K — k)
K2(K —

I
=
=
=
F
|
=
=
IS

s
Il
—

k(K — k)
KK —
k(K — kK
K2(K — 1)
_ ME-RBE
S KR
k(K —k) ,

= —o'b

(K —1)

|
Elx =
]

Fo

-
|‘Mx

=
1

@
Il

—
-
|

—_

I
=
Q
SN
_l’_
=
N
|
=
=
I_lw

n zato

_ 1 [K(K—k) 5, <~[ko L—n
var(X) = 4 [ (K — 1) 0b+Z<E7L—1)]
k o

1k(K—-k) , Kko>L—n
= — 0b+___

k? (K —1) KK n L—-1
1 K-k 2+1030L—n
T kE -0 T EnL-1

Predlogi za vaje v R-u:

e Preverite rezultate naloge z R-om.



2.6 Ocena kovariance

V nekem podjetju velikosti NV so izvedli izobrazevanje za nakljucen vzorec
n zaposlenih. Ob koncu izobrazevanja so novo znanje preverili s testom.
Podjetje se zeli odlociti, ali je smiselno uvesti izobrazevanje za vse zaposlene,
zato jih zanima povezanost med starostjo zaposlenega (X;) in rezultatom na
testu (Y;).

Za vsakega posameznika iz vzorca imamo torej par slucajnih spremenljivk
(Xla Y;) Z - 1

e Utemeljite, da je koli¢ina cov(X;,Y;) za poljubna i # j enaka.
Vzoréenje si lahko predstavljamo tako, da smo populacijo naklju¢no
uredili, nato pa v vzorec zajeli prvih n posameznikov. Ker imajo vsi
vrstni redi enako verjetnost, bo na i-tem mestu z enako verjetnostjo

katerikoli posameznik. Vsi pari (X;,Y;) imajo tako enako porazdelitev
in zato je enaka tudi kovarianca X; in Y.

e Naj bo 7 = cov(X;,Y;). Izracunajte kovarianco cov(X;,Y;) za i # j.

Uporabimo isto idejo ko pri prejsnji nalogi - vsota vseh vrednosti iz
populacije je konstanta, zato velja

cov(X;, Y ;) = cov(X;, Y) + (N — 1)cov(X;, ¥;) = 0.

Velja torej (za i # j)

COV(Xi, }/;) = —ﬁ

e Kovarianca med spremenljivkama X in Y je definirana kot
1 — 1 —
cov(X,Y) =cov(Xy,Y)) = =5 Z:: —v)| = N Z:: Ty —

. . C1s v 1 N . 1 N
kjer smo z p in v oznacili povprecji p= 5> ;L xinv = 5> " v
S pomogjo vzorca bi kovarianco radi ocenili s cenilkoy = ¢ [Y-1 | X;Y;
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Dolocite vrednost konstante ¢, da bo cenilka nepristranska.
Pricakovana vrednost cenilke je

E@) =c (2)

Zaradi simetrije je E(X;Y;) = E(X,Y;) za poljubna ¢ in j. Vemo, da
velja

cov(X;,Y;) = E(X}Y;) — E(X;)E(Y;) = E(X}Y;) — uv
Torej je F(X;Y;) = puv + . Oglejmo si Se drugi ¢len na desni strani

(2):

E(XY) = E

1 — 1 —
EE Xiﬁ§ Y;
i=1 j=1

1 n
- EEZ_I
1 n
- ﬁz_l

n

XiYi+ X, Z Y;
=i

E(X;Y;)+ Y E(X)Y))

J=1i#j

_ ni [E(XGY;) + (n — DE(X,Y))]

Uporabimo rezultat

cov(X;, Y;) = E(XY;)— E(X;)EY))

i X
BXY) = -~
in zato
BE(XY) = in {uu—l—w%—(n—l)(uu—l—_—v)}
n? N -1
1 (n—1)
= ;[nw/—kv(l—ﬁ)]
1 N —n
= E[n/u/—l—’yN_J
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To vstavimo v enacbo (2)

E@) = ¢ —i(uwrv)—n% {nuvﬂL’yN_nH

— N -1
[ N —n

= C”MV+7’L7—”MV—’7N_1]

B : N —n

= c_n’y 7]\7—1

¢ mora biti torej enak —-8=1
n—1 N

e Kako bi ocenili korelacijo? Kaj vemo o nepristranskosti te ocene?

Uporabimo izpeljane formule za oceno kovariance in varianc:

\/Zizl(Xi - X)z Z?:l(yi - Y)2

Nepristranskosti te ocene Se nismo dokazali, saj pricakovana vrednost
kvocienta ni enaka kvocientu pricakovanih vrednosti.

Predlogi za vaje v R-u:
e Ker ne vemo, ali je ocena pristranska ali ne, pristranskost preverimo s

simulacijo:

Vzamemo populacijo velikosti N = 300, vzorci naj bodo velikosti n =
10. Naj bo X starost porazdeljena enakomerno med 25 in 65, uspeh
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na testu pa negativno povezan s starostjo, tako, da je v povprecju
enak 100 — starost (predpostavimo, da so odstopanja od tega povprecja
razprsena s standardnim odklonom 20 in normalno porazdeljena)

> set.seed(1)

> xi <- runif(300)*40+25 #300 posameznikov, starosti 25-65 let
> yi <= 100 - xi + rnorm(300)*20 #rezultat na testu za populacijo

> cov(xi,yi) #kovarianca v populaciji

[1] -136.8110

> cor(xi,yi) #korelacija v populaciji

[1] -0.5207052

> runs <- 10000 #stevilo korakov simulacije

> cova <- cora <- rep(NA,runs) #sem bomo zapisali rezultate simulacije
> for(it in 1l:runs){ #simulacija po korakih

+ inx <- sample(1l:length(xi),size=10,replace=F) #izberemo vzorec 10-ih

+ xa <- xi[inx] #pogledamo njihove starosti

+ ya <- yil[inx] #pogledamo njihove rezultate

+ covalit] <- 1/9%299/300%

+  sum( (xa-mean(xa))*(ya-mean(ya))) #izracunamo kovarianco

+ coralit] <- sum( (xa-mean(xa))*(ya-mean(ya)))/

+  sqrt(sum( (xa-mean(xa)) 2)*sum((ya-mean(ya))~2))  #izracunamo korelacijo
+ }

> mean(cova) #povprecna kovarianca

[1] -135.4745

> mean(cora) #povprecna korelacija

[1] -0.5034081

Vidimo, da sta obe vrednosti nekoliko manjsi od populacijskih, preve-
rimo ali je odstopanje veliko glede na standardno napako, ki jo lahko
pricakujemo pri takem Stevilu simulacij:

Zanima nas ali povpre¢na kovarianca (mean(cova)) bistveno odstopa od
prave vrednosti (cov(xi,yi)). Povpreéna kovarianca je sluc¢ajna spre-
menljivka, ¢e bomo vnovi¢ pognali simulacijo (vseh 10000 korakov),
bomo dobili drugo vrednost. Predpostavimo, da je priblizno normalno
porazdeljena, ocenimo njeno varianco (varianca povprecja n i.i.d spre-
menljivk je varianca spremenljivk deljeno z n, pri nas je n stevilo kora-
kov simulacije). Nic¢elna domneva, ki jo preverjamo, je: Hy : povpreéna
kovarianca je enaka populacijski vrednosti. Odstopanje od te nicelne
domneve preverjamo s testom t.
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> (mean(cova)-cov(xi,yi))/sqrt(var(cova)/runs)
[1] 1.509540

Ta rezultat je v okviru pricakovanj, saj smo teoreticno pokazali, da je
ocena kovariance nepristranska. Enako ponovimo za korelacijo:

> (mean(cora)-cor(xi,yi))/sqrt(var(cora)/runs)
[1] 6.66459

Odstopanje pri korelaciji je bistveno vecje, verjamemo, da se v nasi
simulaciji ni zgodilo po nakljuc¢ju, temvec je ocena dejansko pristranska.
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